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δ  Θεωρητικά θέµατα 
 

Ας δούµε την επίλυση ενός παραµετρικού 2x2  γραµµικού συστήµατος.  
 

Θέµα 1 

Θα λύσουµε το σύστηµα 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

−=−

λy2xλ
1λyxλ

:)Σ( 2 , για τις διάφορες τιµές του Rλ ∈  

Απάντηση 

)2λ(λλλ2
2
1

    λ
     λ

D 2
2 −=+−=

−
−

=  

( )2λλ)1λ(2
2
1

    λ
    1 λ

Dx −−=+−−=
−
−−

=  

)2λ(λ)1λ1(λ)1λ(λλ
λ

1
    λ

     λλ
D 2222

2y −−=+−=−−=
−

=  

Αν  0D ≠  ⇔  0λ ≠  και 2λ ≠  

το σύστηµα θα δέχεται µοναδική λύση, την ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= λ,

λ
1

D
D

,
D

D
y,x yx  

Αν 0D =  ⇔  0λ0)2λ(λ =⇔=− ή 2λ = , το σύστηµα θα είναι αδύνατο  
                                                                                                      ή αόριστο.  
 

 

Πιο συγκεκριµένα 

Αν 0λ = , τότε το σύστηµα γίνεται 
⎩
⎨
⎧

=−
−=−
0y2x0
1yx0

  ή   
⎩
⎨
⎧

=
=

0y
1y

         …Αδύνατο. 

Αν 2λ = , τότε το σύστηµα γίνεται 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

2y2x4
1yx2

  ή  
⎩
⎨
⎧

=−
=−

1yx2
1yx2

  …Αόριστο.  

Επειδή 1x2y1yx2 −=⇔=−  , η απειρία λύσεων, είναι η )1κ2,κ( − , Rκ ∈   
 

Θέµα 2 

Αν το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

−=+
=+

1λy4x2
1y2xλ

:)Σ(  είναι αδύνατο, θα δείξουµε ότι 1λ =  

Απάντηση 

Για να είναι αδύνατο πρέπει 0D =  ⇔  0
4
2

     2
λ

= ⇔  04λ4 =−
 
⇔  1λ =  

Με µία δοκιµή έχουµε 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

0y4x2
1y2x

:)Σ(  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=+
=+

0y2x
1y2x

 Αδύνατο. 

Οπότε 1λ =  
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Θέµα 3 

Αφού λύσουµε το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

+
−

2λ=λy+x
0=  yλx

:)Σ( , Rλ ∈  

θα εξετάσουµε αν υπάρχει λ , ώστε το )y,x(  να είναι λύση του, µε 1yx =+   
 

Απάντηση 

Είναι 01λ
λ1
1λ

D 2 ≠+=
−

=  και προφανώς  2λ
λ2λ
10

Dx +=
+

−
=  

λ2λ
2λ1

0λ
D 2

y +=
+

=  

Αφού  0D ≠ , για κάθε Rλ ∈  

το σύστηµα δέχεται µοναδική λύση την ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

+
+

=
1λ
λ2λ,

1λ
2λy,x 2

2

2  

Θέλουµε 1yx =+   

ή 1
1λ
λ2λ

1λ
2λ

2

2

2
=

+

+
+

+

+  ⇔  1
1λ

2λ3λ
2

2
=

+

++  ⇔  1λ2λ3λ 22 +=++  ⇔  
3
1λ −=  

 
Θέµα 4 

Αφού λύσουµε το σύστηµα 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

0=yλ+x
0=  y+λx

:)Σ( 2 , Rλ ∈  

θα εξετάσουµε αν υπάρχει λ , ώστε το )y,x(  να είναι λύση του, µε 1yx2 =−   
 

Απάντηση 

Είναι 1λ
λ1
1λ

D 3
2 −==  και προφανώς 0

λ0
10

D 2x ==   ,   0
01
0λ

Dy ==  

Αν  0D ≠  ⇔  1λ ≠  
 

το σύστηµα δέχεται µοναδική λύση την προφανή, τη µηδενική, την ( ) ( )0,0y,x =  
Τότε είναι 10yx2 ≠=−  
 

Αν  0D =  ⇔  1λ = , το σύστηµα θα είναι αόριστο 

και µε αντικατατάσταση στο αρχικό σύστηµα, προκύπτει 
⎩
⎨
⎧

0=y+x
0=  y+x

:)Σ(  

το οποίο είναι ισοδύναµο µε το 0=  y+x:)Σ(  ⇔ xy −=  
Έτσι, η απειρία λύσεων είναι η ( ) ( )r,ry,x −=  … Rr ∈  

Τώρα θέλουµε 1yx2 =−  ⇔  1)r(r2 =−−  ⇔  1r3 =  ⇔  
3
1r =   

Οπότε 1λ =  
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Ας δούµε και τα πιο κάτω θέµατα. 
 

Θέµα 5 

Έστω ένα 2x2  γραµµικό σύστηµα εξισώσεων )Σ( , µε αγνώστους x  και y  

Αν 1D2DD2DD2DDD3 yx
2
y

2
x

2 −++=++  

θα αποδείξουµε ότι το σύστηµα Σ)( , δέχεται µοναδική λύση, την )1,1()y,x( =  
Απάντηση 
 

Από 1D2DD2DD2DDD3 yx
2
y

2
x

2 −++=++  

είναι 01D2DD2DD2DDDDD yx
2
y

2
x

222 =+−−−++++  

   ⇔ ( ) ( ) ( ) 0 1D DD DD 22
y

2
x =−+−+−  

Οπότε, πρέπει xDD =  και yDD =  και  01D ≠=     

Οπότε, το )Σ(  δέχεται µοναδική λύση, το ζευγάρι ( ) ( )1,1
D

D
,

D
D

y,x yx =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=  

Θέµα 6 

Έστω ένα 2x2  γραµµικό σύστηµα εξισώσεων, µε αγνώστους x  και y  

Ξέρουµε ότι: 3DDD yx =++  ,  0DD2D yx =+−  και 1DDD yx =−+  

θα αποδείξουµε ότι το σύστηµα Σ)(  δέχεται µοναδική λύση την )1,1()y,x( =  
Απάντηση 

Λύνοντας το σύστηµα: 3DDD yx =++ , 0DD2D yx =+−  και 1DDD yx =−+  

προκύπτει πολύ απλά ότι 1DDD yx ===   

Οπότε, το )Σ(  δέχεται µοναδική λύση το ζευγάρι ( ) ( )1,1
D

D
,

D
D

y,x yx =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=  

Θέµα 7 

Έστω τo 2x2  οµογενές γραµµικό σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

0=βy+x
0=  y+αx

:)Σ( , ώστε 1αβ >  

Θα αποδείξουµε ότι αυτό δέχεται µοναδική λύση την προφανή, την ( ) ( )0,0y,x =  
Απάντηση 

Επειδή 01αβ
β1
1α

D ≠−==  και  0
β0
10

Dx ==  και  0
01
0α

Dy ==  

το σύστηµα θα δέχεται µοναδική λύση την µηδενική, την ( ) ( )0,0y,x =  
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Θέµα 8 

Θα βρούµε τις τιµές της παραµέτρου α , ώστε το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

3y4x2
αy2x

:)Σ(  

να είναι αόριστο.  
 

Απάντηση  

 

Είναι 044
4
2

    2 
     1 

D =−==  

 
Οπότε, είναι βέβαιο ότι το σύστηµα θα είναι ή αδύνατο ή αόριστο.  
 

Επειδή 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

2
3y2x

αy2x
:)Σ( , για να είναι αόριστο, πρέπει 

2
3α =  

Αν τώρα είναι 
2
3α ≠ , το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 

Θέµα 9 

Θα βρούµε την ευθεία )ε( , που διέρχεται από τα σηµεία )2,1(Α −  και )1,2(Β  
  

Απάντηση  

  

Η εξίσωση της ευθείας θα έχει τη µορφή βαxy +=  

 
Αφού η ευθεία διέρχεται από το σηµείο )2,1(Α −  

το ζεύγος )2,1(−  είναι η λύση της εξίσωσης βαxy +=  

Άρα β)1(α2 +−⋅=  ή  2βα −=−  )1(  
 

Οµοίως και για το σηµείο )1,2(Β  

έχουµε β2α1 +⋅=  ή  1βα2 =+  )2(  
 

Οι )1(  και )2(  αποτελούν ένα σύστηµα 2  εξισώσεων µε 2  αγνώστους τους β,α   
 

και είναι το 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−
1βα2
2βα

:)Σ(  

Από τη λύση του συστήµατος αυτού, βρίσκουµε ότι 
3
1α −=   και  

3
5β =  

και εποµένως η ζητούµενη ευθεία είναι η 
3
5x

3
1y +−=  ή τελικά  5y3x:)ε( =+  

        
 
      
  
      
  
      
  
      
  
      
  

)2,1(Α −  

)1,2(Β  

1 

1

x

y

0
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Θέµα 10 

Θα λύσουµε γραφικά το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

2yx
4yx

:)Σ(  

Απάντηση    

Το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

2yx
4yx

:)Σ(  γίνεται 
⎩
⎨
⎧

+−=
−=

2xy
4xy

:)Σ(  

και αντιπροσωπεύει δύο ευθείες 
 

την 4xy:)ε( 1 −=  και  την 2xy:)ε( 2 +−=  
 

Για την )ε( 1   για 0x = , έχουµε 4y −=  και για 0y = , έχουµε 4x =  

                     Εποµένως η )ε( 1  τέµνει τον x'x  στο 4  και τον y'y  στο 4−  

Για την )ε( 2  για 0x = ,  έχουµε  2y =  και για 0y = , έχουµε 2x =  

                     Εποµένως η )ε( 2  τέµνει τον x'x  στο 2 και τον y'y  στο 2  

Σχεδιάζουµε τώρα τις ευθείες και παρατηρούµε ότι τέµνονται στο σηµείο )1,3(A −  

Άρα, η λύση του συστήµατος είναι το ζεύγος )1,3( −  
 
 

Θέµα 11 
Θα βρούµε το σύστηµα )Σ(  που παριστάνει το σύστηµα των πιο κάτω ευθειών.  
 

Απάντηση 
 
 
Έστω ότι βxαy:)ε( 1 +=  

Επειδή )ε(A 1∈  είναι βα20 +=   

       και )ε(Σ 1∈  είναι βα42 +=   

Πολύ απλά, προκύπτει 1α = , 2β −=  και συνεπώς 2xy:)ε( 1 −=  
 

Έστω ότι βxαy:)ε( 2 +=  

Επειδή )ε(Β 2∈  είναι β6 =  και )ε(Σ 2∈  είναι βα42 +=   

Πολύ απλά, προκύπτει 1α −= , 6β =  και συνεπώς  6xy:)ε( 2 +−=  

Οπότε, πρόκειται για το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

6yx
2yx

:)Σ(  

  

x 0

y

x

1
1

-2

2 4

-4

)ε( 1

)ε( 2

( )1,3Α −
3

  

x 

y

)ε( 1

)ε( 2

( )2,4Σ

( )0,2Α

( )6,0Β
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Θέµα 12 

Θα λύσουµε το σύστηµα 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

25yx

7yx
:)Σ(

22
 

Μετά, θα δώσουµε τη γεωµετρική διάσταση του θέµατος.  
 
 

Απάντηση 

Είναι 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

25yx

7yx
:)Σ(

22
     ⇔      

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

−=

25yx

x7y

22
      ⇔       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

−=

012x7x

x7y

2
 

 
 
 

Πολύ απλά, βρίσκουµε ότι 3x =  και  4y =   ή  4x =  και 3y =  
 

∆ηλαδή, το σύστηµα έχει λύσεις τις ( )4,3  και ( )3,4  
 
 
Να αναφέρουµε ότι τα σηµεία ( )y,xΜ   
 
ώστε 25yx 22 =+ , είναι σηµεία κύκλου. 
 

Πραγµατικά 

Επειδή ( ) ( ) 525yx0y0xOM 2222 ==+=−+−=  
 
διαπιστώνουµε ότι η απόσταση κάθε σηµείου από το O  είναι σταθερή και ίση µε 5  
 
Οπότε, τα σηµεία M  είναι σηµεία του κύκλου κέντρου O  και ακτίνας 5ρ =    
 
 

Από την επίλυση του )Σ(  βρήκαµε ότι η ευθεία 7xy:)ε( +−=  
 

τέµνει τον κύκλο 222 5yx:)κ( =+ , στα σηµεία ( )4,3A  και ( )3,4B   
 
Να τονίσουµε ότι είναι πάντα ωφέλιµο να κάνουµε δοκιµή, ώστε να διαπιστώνουµε 
την ορθότητα της λύσης. 
Πραγµατικά 

Αντικαθιστώντας τις τιµές που βρήκαµε, οι εξισώσεις του )Σ(  ικανοποιούνται. 

Για 3x =  και 4y = ,  είναι 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

2543

743
:)Σ(

22
 

Για 4x =  και 3y = , είναι 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

2534

734
:)Σ(

22
 

 

 

(ε) 
 x 

 y 

( )4,3Α

( )3,4Β

( )y,xΜ

( )0,0O
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Ασκήσεις 

δ.40  Έστω το 2x2  γραµµικό σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

+=+
+=+

dcdyxc
babyxa

:)Σ(   

Γνωρίζουµε ότι 2012cbad =−  
Να αποδείξετε ότι το σύστηµα )Σ(  δέχεται µοναδική λύση την ( )1,1()y,x =  
 

δ.41  Έστω το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

−=+
−=+
γβy2x

β2α2y2αx
:)Σ( , Rγ,β,α ∈  

Είναι 1D2DDD 2
y

2
x

2 −=++   

α) Να λύσετε το σύστηµα )Σ(  
β) Να αποδείξετε ότι 5,1γβα ===   

δ.42  Έστω το 2x2  γραµµικό σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

222

111

cybxa
cybxa

:)Σ(  

Γνωρίζουµε ότι τα ζεύγη )2,1(  και )1,2(  είναι λύσεις του. 
α) Να δείξετε ότι 1221 baba =  
β) Να δείξετε ότι το )Σ(  δέχεται απειρία λύσεων, την ( )ρ1,ρ2()y,x +−= , Rρ∈  
 

δ.43  Έστω το 2x2  γραµµικό σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

222

111

cybxa
cybxa

:)Σ(  

ώστε 111 cb2a =+  , 222 cb2a =+  και  111 cb2a =+  , 222 cb2a =+  
 

α) Να αποδείξετε ότι το )Σ(  δέχεται απειρία λύσεων.  
β) Να αποδείξετε ότι το ζεύγος ( )4,1()y,x −=  είναι µία λύση του συστήµατος. 
 

δ.44  Έστω το 2x2  γραµµικό σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

222

111

cybxa
cybxa

:)Σ(   

ώστε 111 cba =+  και 222 cba =+  και 1221 bcbc >  
Να αποδείξετε ότι το σύστηµα δέχεται µοναδική λύση, την ( )1,1()y,x =  
 

δ.45  Έστω το 2x2  γραµµικό σύστηµα 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
λy)1λ(x
0yλx)1λ(:)Σ(

2
, 0λ >  

α) Να αποδείξετε ότι το σύστηµα δέχεται µοναδική λύση  ( )oo y,x  

β) Αν είναι και 1yx oo −=− , να αποδείξετε ότι 1λ =  και ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
2,

3
1y,x oo  

δ.46  Έστω το σύστηµα 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
+=+

αβ2yαβx
βαβyαx:)Σ(

22
, βα0 <<  

 

Να αποδείξετε ότι το σύστηµα δέχεται µοναδική λύση )y,x( oο  την )β,α(  
 



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             9     

Άλγεβρα                                                                                                                                      Β΄ Λυκείου 

δ.47  Έστω το 2x3  γραµµικό σύστηµα 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−
=+

2yλx
1yx2
3yx2

:)Σ( , Rλ ∈  

Γνωρίζουµε ότι αυτό δέχεται µοναδική λύση ( )oo y,x  

Να αποδείξετε ότι αυτή είναι η ( ) )1,1(y,x oo =  και επίσης αποδείξτε ότι 1λ =  
 

δ.48  Να εξετάσετε αν το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

+=++
+=+

αβ3)y1(β2αx
βαyβx

:)Σ(  , Rβ,α ∈  

µπορεί να δεχτεί σαν µία λύση µόνο το ζευγάρι )1,1(  
 

δ.49  Έστω το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

+−=−+
+=+

1αβαy1)x(β
βαyβαx

:)Σ(  , Rβ,α ∈ , 0β >  

α) Να αποδείξετε ότι αυτό δέχεται λύση το ζευγάρι )1,1(  
β) Να εξετάσετε αν αυτή είναι µοναδική. 

γ) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν αριθµοί 0β,α > , ώστε βα3β2α +=+    

                            και 1βα2β23α −−=−−  

 

δ.50  Έστω το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

+=++
++=+

γβ31)y(β2αx
δβαyγβx

:)Σ( , Rδ,γ,β,α ∈  

Γνωρίζουµε, ότι αυτό δέχεται λύση την )1,1(  και την )3,1(−  

α) Να αποδείξετε ότι αγ2ββ2 =+  

β) Να αποδείξετε ότι και το ζεύγος )1,3( −  είναι λύση του )Σ(  

 

δ.51  Έστω τα συστήµατα 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

4yx5
4y3x

:)Σ( 1  ,  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+

=+

βαyβxα
2yβαx

:)Σ(
3

3

2 , Qβ,α ∈  

Αν αυτά είναι ισοδύναµα, να αποδείξετε ότι 1α =  και 1β =  

 

δ.52  Έστω το σύστηµα 
⎩
⎨
⎧

−=+
−=+
γβyx
βαyαx

:)Σ(  , γ,β,α  άρρητοι αριθµοί.  

Να αποδείξετε ότι 1D2DDD 2
y

2
x

2 −≠++   
 

δ.53  Να βρείτε την παραβολή cbxax)x(f 2 ++= , Rc,b,a ∈  

αν αυτή διέρχεται από τα σηµεία )0,1(A , )2,0(B  και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
1,

2
3Γ    
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ   
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ε  Θεωρητικά θέµατα  
 

Στην περίπτωση που µία συνάρτηση  
είναι γνήσια αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα 
δεν µπορεί να δεχτεί δύο διαφορετικές ρίζες. 
 

∆ηλαδή, ή δεν θα δέχεται καµία ρίζα, ή θα δέχεται σαν ρίζα µοναδικό αριθµό. 
 

Παράδειγµα 1 
 

Έστω η γνήσια αύξουσα στο R  συνάρτηση f , µε 1)0(f =  

Θα λύσουµε την εξίσωση 1)1x(f 3 =−   
Πραγµατικά 
 

1)1x(f 3 =−  ⇔  )0(f)1x(f 3 =−  ⇔  01x3 =−  ⇔  1x3 =  ⇔  1x =  
 

∆ηλαδή, η εξίσωση 1)1x(f 3 =−  έχει µοναδική ρίζα τον αριθµό 1x =   
 

Συνηθίζεται να λέµε και ότι η f  δέχεται το πολύ µία ρίζα.  
Η πιο πάνω έκφραση είναι λάθος, γιατί µπορεί να µην έχουµε απλή ρίζα.    
Για παράδειγµα, η f(x)=x3 , ενώ είναι γνήσια αύξουσα έχει τρεις ρίζες ίσες µε 0 
 
 

 

Για το πλήθος λύσεων των εξισώσεων, που δεν επιλύονται αλγεβρικά   
µε τις γνωστές µεθόδους παραγοντοποίησης, τα φέρνουµε όλα σε ένα µέλος  
θεωρούµε συνάρτηση και κινούµαστε µε τη βοήθεια της µονοτονίας. 
 

Παράδειγµα 2 
Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση 2xx5 =+  έχει µοναδική λύση την 1x =  
 

Πραγµατικά 
 

Θεωρούµε την 2xx)x(f 5 −+=  και θα αποδείξουµε ότι αυτή έχει µοναδική ρίζα. 

Έστω Rx,x 21 ∈  µε 21 xx < , τότε είναι και 5
2

5
1 xx <  

Οπότε 2
5

21
5

1 xxxx +<+  ή 2xx2xx 2
5

21
5

1 −+<−+ …δηλαδή )x(f)x(f 21 <  
 

Επειδή η f  είναι γνήσια αύξουσα, από 0)x(f =  ⇔ )1(f)x(f =  ⇔ 1x =  
 
 
 

 

Ας προσέξουµε και το πιο κάτω σχόλιο. 
 

Αν η συνάρτηση f  παρουσιάζει µέγιστο το 1 , µόνο στο 0  
σηµαίνει ότι 1)0(f)x(f =≤  …για κάθε ∆x ∈  
Μόνο που ειδικότερα σηµαίνει ότι 1)x(f =  ⇔  0x =   

και  1)x(f <  ⇔  0x ≠  
Παράδειγµα 3 
Η ορισµένη στο R  συνάρτηση f  παρουσιάζει µέγιστο το 1 , µόνο στη θέση 0  
Θα λύσουµε και την εξίσωση ( ) 11ef x =−  
Πραγµατικά 

Από ( ) 11ef x =−  ⇔  ( ) )0(f1ef x =−  ⇔  01ex =−  ⇔  1ex =  ⇔  0x =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           

Ο x

y

ρ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           

Ο x

y

ρ

 
 

Ο

1
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Ας προσέξουµε το πιο κάτω θέµα. 
 

Θέµα 1 
Έστω η ορισµένη και άρτια στο ]1,1[D −=  συνάρτηση f  

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση )x(xf)x(g −=  είναι περιττή στο D  
 

Απάντηση 
 

Επειδή η f  είναι άρτια, είναι )x(f)x(f =− , για κάθε ]1,1[Dx −=∈  

Τώρα, αν Dx ∈ , τότε και Dx ∈−  
αφού αν 1x1 ≤≤− , είναι και 1x1 ≥−≥  ⇔  1x1 ≤−≤−  
Είναι )x(g)x(xf)x(xf)x(g −=−−=−=− , για κάθε ]1,1[Dx −=∈  

Συνεπώς, η συνάρτηση g  είναι περιττή στο D  
 

Θέµα 2 
Έστω η γνήσια µονότονη στο R  συνάρτηση f , µε το ίδιο είδος µονοτονίας. 
Γνωρίζουµε ότι η γραφική της παράσταση διέρχεται από τα σηµεία ( )2,1A , )3,2(B    

Θα αποδείξουµε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα. 
 

Μετά θα λύσουµε την ανίσωση ( ) 22)x(ff <−  
Απάντηση 
Επειδή  ( ) fC2,1A ∈ , είναι 2)1(f =  και επειδή fC)3,2(B ∈ , είναι 3)2(f =   

Αφού η f  είναι γνήσια µονότονη µε το ίδιο είδος µονοτονίας  
ή θα είναι γνήσια αύξουσα ή θα είναι γνήσια φθίνουσα. 
Αν ήταν γνήσια φθίνουσα, από 21 < , θα ήταν και )2(f)1(f >  ⇔  32 > , Άτοπο. 
Άρα είναι γνήσια αύξουσα. 
Έτσι ( ) 22)x(ff <−  ⇔ ( ) )1(f2)x(ff <−  ⇔ 12)x(f <−  ⇔ 3)x(f <  ⇔ )2(f)x(f <              

  ⇔  2x <  
 

Θέµα 3 
Έστω η ορισµένη γνήσια φθίνουσα στο ),0[R +∞=+  συνάρτηση f , µε 1)0(f =  

Θα αποδείξουµε ότι η 1f(x)(x)fF(x) 3 −+=  στο σηµείο 0  έχει µέγιστο το 1   
Απάντηση 
 

Αφού η f  είναι γνήσια φθίνουσα στο +R  , από 0x ≥  είναι 1)0(f)x(f =≤  

όπως επίσης και 1)x(f 3 ≤  

Είναι και 2)x(f)x(f 3 ≤+   ⇔  11)x(f)x(f 3 ≤−+  ⇔  1)x(F ≤  ⇔  )0(F)x(F ≤  

∆ιαπιστώνουµε λοιπόν, ότι η F  στο 0  παρουσιάζει µέγιστο το 1−  
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Θέµα 4 

Έστω η συνάρτηση x1)x(g += , µε +∈Rx    

α) Θα διαπιστώσουµε ότι έχει ελάχιστο, αλλά δεν έχει µέγιστο. 
Έστω η ορισµένη και γνήσια φθίνουσα στο +R  συνάρτηση f , µε 1)0(f =  

β1) Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση f  στο σηµείο 0  έχει µέγιστο το 1   
 

β2) Θα λύσουµε και την εξίσωση )x(f)x(g =     

γ) Έστω και η ορισµένη στο +R  συνάρτηση h , ώστε ( ) 2 x)x(f1)x(h −−= , +∈Rx  

Αν 
2
1

4
1f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , θα αποδείξουµε ότι η h  παρουσιάζει µέγιστο και θα το βρούµε. 

 

Απάντηση 
 

α) Από y)x(g = , ισοδύναµα είναι yx1 =+  ⇔ 1yx −=  ⇔ ( )21yx −=  … 1y ≥  

Πρέπει 0x ≥  ⇔  ( ) 01y 2 ≥− , Προφανές   

Οπότε, είναι ),1[)R(g +∞=+  

Είναι προφανές, ότι έχει ελάχιστο  το 1 , αλλά δεν έχει µέγιστο. 
 

Να παρατηρήσουµε ότι, τα ακρότατα της g θα µπορούσαµε να τα διαπιστώσουµε  
και µε τη γραφική παράσταση της g και µε τη µονοτονία και µε φράγµατα. 
 
 
 
 

β1) Επειδή η f  είναι γνήσια φθίνουσα στο +R , από 0x ≥  είναι 1)0(f)x(f =≤  

Να τονίσουµε ότι το ""=  ισχύει ταυτόχρονα.  

Οπότε, στο σηµείο 0  η συνάρτηση f  έχει µέγιστο το 1   
 

 

 

 

 

β2) Έστω η εξίσωση )x(f)x(g =     
 

Επειδή 1)x(g ≥  και  1)x(f ≤  

Πρέπει να είναι  1)x(g =  ⇔   1x1 =+   ⇔   0x =  ⇔  0x =  …Άρα 0x =  

                    και  1)x(f =               1)x(f =        1)0(f =   Προφανές    
 

 

γ) Είναι ( ) 0 x)x(f 2≤−−  και ( ) 1 x)x(f1 2≤−−  ή 1)x(h ≤ , Rx ∈  
 

Επειδή 1
2
1

2
11

4
1

4
1f1

4
1h =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , είναι ( ) 1

4
1hxh =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤  

Οπότε, η συνάρτηση h  παρουσιάζει µέγιστο το 1  
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Ασκήσεις 
 

ε.1  Αν η συνάρτηση f  είναι ορισµένη και γνησίως αύξουσα στο ),0[A +∞=   
να αποδείξετε ότι αυτή έχει ελάχιστο. 
 
ε.2  Αν η f  είναι γνήσια µονότονη µε το ίδιο είδος µονοτονίας και )1(f)0(f −<  
 

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι γνήσια φθίνουσα. 
 

ε.3  Αν η f  είναι γνήσια φθίνουσα στο R , να λύσετε την ανίσωση )2(f)xx(f 2 <+  
 

ε.4  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση xxf(x) 7 +=  είναι γνησίως αύξουσα.   

Μετά να λύσετε την εξίσωση 129x)1x( 7 =++  
 

ε.5  Έστω ότι η f  έχει ελάχιστο στο 1  
 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση )x(f)x(h −=  έχει στο 1 µέγιστο. 
 

ε.6  Έστω η ορισµένη και περιττή στο ]10,10[∆ −=  συνάρτηση f  
Αυτή είναι γνήσια φθίνουσα στο ]5,0[  και γνησίως αύξουσα στο ]10,5[  
Να δείξετε ότι )5(f)x(f ≥  για κάθε ]10,0[x ∈  , )5(f)x(f −≤  για κάθε ]0,10[x −∈  
 
 

ε.7  Η συνάρτηση f  είναι ορισµένη R , ώστε 1)1(f =  
 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 2)x(f2)x(f)x(g 2 +−= , παρουσιάζει ελάχιστο. 
 

ε.8  Έστω η συνάρτηση 
1x

xκ)x(f 2 +
= , ορισµένη στο R , 0κ >  

 

α) Να αποδείξετε ότι κ)x(f2κ ≤≤− , για κάθε Rx ∈  
 

β) Αν η f  έχει µέγιστο το 1 , να αποδείξετε ότι έχει ελάχιστο το 1−   
 
 

ε.9  Αν η f  έχει ελάχιστο το 0 , δείξτε ότι η )x(f1)x(g −=  έχει µέγιστο το 1   
 
ε.10  Αν η συνάρτηση f  είναι ορισµένη, γνησίως αύξουσα και περιττή στο R  
 

να λύσετε την ανίσωση 0)2(f)x(f <−+  
 
ε.11  Αν η f  είναι ορισµένη στο R , αποδείξτε ότι η )x(f)x(f)x(h −+=  είναι άρτια.  
 
 

ε.12  Έστω η ορισµένη και περιττή στο ]1,1[D −=  συνάρτηση f  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση )x(xf)x(g 3=  είναι άρτια στο D  
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ε.13  Έστω η συνάρτηση 2x1)x(g += , +∈Rx    
 

α) Να αποδείξετε ότι αυτή έχει ελάχιστο, αλλά δεν έχει µέγιστο. 
 

β) Έστω η ορισµένη και γνήσια φθίνουσα στο +R  συνάρτηση f , µε 1)0(f =  
β1) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  στο σηµείο 0  έχει µέγιστο το 1   
β2) Μετά να λύσετε την εξίσωση )x(f)x(g =     
 

ε.14  Έστω η συνάρτηση 22 x)x(φ x 2)x(φ1)x(h −−−= , ορισµένη στο ),0[ +∞   
Να αποδείξετε ότι η h  παρουσιάζει µέγιστο 
στην περίπτωση που  1)1(φ −=   ή      η φC τέµνει την xy:ε)( −=  
 

ε.15  Έστω οι ορισµένες στο R  συναρτήσεις g,f , ώστε 1)x(g)x(f 22 =+ , Rx ∈  
 

και γνωρίζουµε ότι οι γραφικές παραστάσεις τους τέµνονται στην ευθεία 1x =  
 
 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση )x(g)x(f2)x(h =  παρουσιάζει µέγιστο. 
 

 

ε.16  Έστω οι ορισµένες στο R  συναρτήσεις f , g , ώστε ( )1)x(g)x(g)x(f −= , Rx ∈  
Αν η ευθεία 0,5y:ε)( =  τέµνει τη γραφική παράσταση της g  σε ένα τουλάχιστον  
σηµείο, να αποδείξετε ότι η f  παρουσιάζει ελάχιστο, το οποίο και να βρείτε. 
 

ε.17  Έστω η ορισµένη και άρτια στο R  συνάρτηση f  
 

Αν είναι γνήσια φθίνουσα στο ]0,(−∞ , να αποδείξετε ότι είναι γνήσια αύξουσα 
στο ),0[ +∞  
 
 

ε.18  Αν η ορισµένη στο R  συνάρτηση f  παρουσιάζει µέγιστο µόνο στο 0  το 1    
 

και για τους αριθµούς A  και B  είναι )A(f3f(B)2 −= , να αποδείξετε ότι ΒΑ =  
 

ε.19  Έστω οι συναρτήσεις f  και g , ώστε 2x)x(g1)x(f −=+ , για κάθε Rx ∈  
Να βρείτε την ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση των fC  και gC  
 

ε.20  Έστω η ορισµένη και γνήσια αύξουσα στο +R  συνάρτηση f   
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση )x4(f)x3(f)x2(f)x(f +=+  έχει µοναδική ρίζα το 0  

 

ε.21  Να αποδείξετε ότι το γινόµενο µία άρτιας µε µίας περιττής στο R  
 

συνάρτησης δίνει περιττή συνάρτηση.  
 

ε.22  Έστω τα σηµεία ( )x1,xΑ −  και ( )x,1xB + , Rx ∈  
 

Να αποδείξετε ότι το ΑΒ  έχει το µικρότερο µήκος, όταν αυτό γίνει ίσο µε 1   

 

ε.23  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε )y(f)x(f)yx(f +=+ , Ry,x ∈  
α) Να αποδείξετε ότι 0)0(f =  
β) Να αποδείξετε ότι αυτή είναι περιττή. 
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ  
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α  Τριγωνοµετρικές εξισώσεις  
 
 
 
 

Ας δούµε τις πιο κάτω βασικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις. 
 
Βασικός στόχος µας 
σε µια απλή τριγωνοµετρική εξίσωση της µορφής αxσφ,xφε,xυνσ,xηµ =  

είναι η µετατροπή του αριθµού α , σε αντίστοιχο τριγωνοµετρικό αριθµό αν αυτό  
είναι δυνατό. 
 
Παράδειγµα 1 
 

0xηµ =   ⇔  0ηµηµx =   ⇔      κπ2x =  
        ή πκπ2x += , Ζκ ∈  

 

Πρόκειται για τόξα που καταλήγουν τελικά στο Α  ή στο Α′  
∆ηλαδή, για τόξα της µορφής λπx = , µε Ζλ ∈  

 
 
Παράδειγµα 2 

0xσυν =  ⇔  
2
πσυνσυνx =   ⇔      

2
πκπ2x +=  

 

        ή 
2
πκπ2x −= , Ζκ ∈  

πρόκειται για τόξα που καταλήγουν τελικά στο Β  ή στο Β′  
∆ηλαδή για τόξα της µορφής 

2
πλπx += , Ζλ ∈  

 
Ας δούµε και µία λίγο πιο σύνθετη µορφή.  
 
 

Παράδειγµα 3 

Θα λύσουµε την εξίσωση 1
3
πxηµ −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

Είναι 1
3
πxηµ −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  ⇔  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
πηµ

3
πxηµ    

⇔  
2
πκπ2

3
πx −=+          ⇔   

3
π

2
πκπ2x −−=    ή  

6
5πκπ2x −=  

   ή 
2
ππκπ2

3
πx ++=+            

3
π

2
3πκπ2x −+=  ή 

6
7πκπ2x +=  , Ζκ ∈  

 
 

 

ΑΑ′

 Β

Β′
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Ας δούµε πως κινούµαστε 

όταν εµφανίζεται  «-» µπροστά από έναν τριγωνοµετρικό αριθµό.   
 
Παράδειγµα 4 

2
2xηµ −=  ⇔  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
4
πηµηµx      ⇔   ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
4
πηµηµx   ⇔  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

4
π5κπ2x

4
πκπ2x

 

                 µε Ζκ ∈  
 
 

Παράδειγµα 5 

2
1xσυν −=  ⇔  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

3
πσυνσυνx   ⇔   ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
3
π2συνxσυν  ⇔  3

2κπκπ2x ±=  

                                Ζκ ∈  
 
Παράδειγµα 6 
 

3
3xεφ −=  ⇔  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
6
πεφεφx       ⇔   ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
6
πεφxεφ  ⇔  6

πκπx −=  

                              Ζκ ∈  
 
 
 

Παράδειγµα 7 

3xσφ −=  ⇔  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
6
πσφσφx      ⇔  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
6
πσφσφx   ⇔  6

πκπx −=  

                                 Ζκ ∈  
                                        

Ας δούµε την περίπτωση εξίσωσης της µορφής yσυνxηµ =    
Παράδειγµα 8 
 
Θα λύσουµε την εξίσωση ηµx)x3(συν =  

Ισοδύναµα είναι ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= x

2
πσυνσυν(3x)   ⇔  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

−+=

x
2
πκπ2x3

x
2
πκπ2x3

 

 

 ⇔     

4
πκπx

8
π

2
κπx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=
, Ζκ ∈  
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Ας δούµε πως κινούµαστε, όταν οι γωνίες εκφράζονται σε µοίρες. 
 

Παράδειγµα 9 

Θα λύσουµε την εξίσωση ( ) 145ω3συν2 ο =−  
 
Πραγµατικά 

( ) 145ω3συν2 ο =−  ⇔  ( )
2
145ω3συν ο =−   ⇔  ( ) )60(συν54ω3συν οο =−      

Οπότε 
οο 60180κ245ω3 +⋅=−  ⇔  ο105180κ2ω3 +⋅=  ⇔  ο35κ120ω +⋅=  

 

ή  
 

οο 60180κ245ω3 −⋅=−         ο15180κ2ω3 −⋅=          ο5κ120ω −⋅= , Ζκ ∈  
 
 
Εδώ, θα µπορούσαµε να µετατρέψουµε πρώτα τις µοίρες σε ακτίνια.  
Πιο συγκεκριµένα. 
 

Η εξίσωση ( ) 145ω3συν2 ο =−   

ισοδύναµα γίνεται 
2
1

4
πω3συν =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −   ⇔  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
πσυν

4
πω3συν   

⇔  
3
πκπ2

4
πω3 +=−    ⇔     

12
π7κπ2ω3 +=   ⇔    

36
π7

3
πκ2ω +=  

   ή  

      
3
πκπ2

4
πω3 −=−             

12
πκπ2ω3 −=            

36
π

3
πκ2ω −= , Ζκ ∈  

 

 
Ας δούµε και το παράδειγµα. 
 
Παράδειγµα 10 
 

Θα λύσουµε την εξίσωση ( ) ( )πx2συνx2συν +=  
Πραγµατικά 
 

Είναι ( ) ( )πx2συνx2συν +=  ⇔  π2x2κπx2 ++=    ⇔  ππκ20 +=       

ππκ20 += ⇔  1κ20 +=  ⇔  
2
1κ −=     

Αδύνατη, αφού ο κ  είναι ακέραιος  
 
         ή x2ππκ2x2 −+=   ⇔  ππκ2x4 +=  

 

            ⇔  
4
π

2
κπx += , Ζκ ∈  
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Να τονίσουµε όµως τώρα, κάτι πολύ σηµαντικό. 
 

Στην περίπτωση των εφαπτοµένων και συνεφαπτοµένων, να προσέχουµε 
τους περιορισµούς. 
 

 

Παράδειγµα 11 
 

Θα λύσουµε την εξίσωση 1
4
πx2εφ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

Πραγµατικά 

Είναι ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
πεφ

4
πx2εφ  

Ισοδύναµα  

4
πκπ

4
πx2 +=−  ⇔  

2
πκπx2 += ⇔  

4
π

2
πκx += , Ζκ ∈  

 

Είναι προφανές, ότι για τις διάφορες τιµές της ακέραιος παραµέτρου κ   

τα τόξα καταλήγουν στο 
4
π  ή στο 

4
π3  ή στο 

4
π5  ή στο 

4
π7   

 

Πρέπει 0
4
πx2συν ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  ⇔ 0

4
π

2
πκπσυν ≠⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+  ⇔  0
4
πκπσυν ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  Προφανές. 

 
 

αφού αν ο κ  είναι άρτιος, δηλαδή ρ2κ =  

είναι 0
2
2

4
πσυν

4
πρπ2συν

4
πκπσυν ≠=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

 

και αν ο κ  είναι περιττός, δηλαδή 1ρ2κ +=  

είναι 0
2
2

4
π5συν

4
ππρπ2συν

4
πκπσυν ≠−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

 

Να τονίσουµε ότι η τεκµηρίωση µπορεί να γίνει και όπως παρακάτω.  
 

Πρέπει  0
4
πx2συν ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

∆ηλαδή, πρέπει 
2
πρπ

4
πx2 +≠−   ⇔  

2
πρπ

4
π

4
π

2
πκ2 +≠−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

⇔  
2
πρπ

4
π

2
πκπ +≠−+ ⇔  ρπ

4
πκπ ≠− ⇔  

4
1ρκ ≠−   

Το οποίο είναι προφανές, αφού η διαφορά ακεραίων είναι διάφορη του 
4
1  

 
4
π

4
π5

4
π3

4
π7
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Παράδειγµα 12 
 

Θα λύσουµε την εξίσωση ( )πx2εφ
4
πxεφ +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

Πραγµατικά 
 

Ισοδύναµα είναι πx2κπ
4
πx ++=−  ⇔  

4
π5κπx +=−  ⇔  

4
π5κπx −−= , Ζκ ∈  

 
Αν θέλουµε, για πρακτικούς λόγους, αντικαθιστούµε το κ−  
 

µε τον ακέραιο λ  και έτσι γράφουµε 
4
π5πλx −= , Ζλ ∈  

 

Αν όµως κάναµε αλλαγή µελών   
 

έχουµε ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+

4
πxεφπx2εφ  ⇔  

4
πxκππx2 −+=+ ⇔

4
π5κπx −= , Ζκ ∈  

 

∆ιαπιστώνουµε ότι έτσι αποφύγαµε τα πολλά «-» 
 
 
 
 

Ας προσέξουµε τους περιορισµούς. 
 
Προηγούµενα  
 

πριν ακόµη λύσουµε την εξίσωση, έπρεπε να αναφέρουµε τους περιορισµούς. 
 
∆ηλαδή έπρεπε να «πούµε»  
 
 

ότι   0
4
πxσυν ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −      ⇔  0

4
π

4
π5κπσυν ≠⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−    ⇔  0
2
π3κπσυν ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

   Προφανές. 
 

και   ( ) 0πx2συν ≠+   ⇔  0π
2
π52κπσυν ≠⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−    ⇔   0
2
π3συν ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

        Άτοπο. 
 
Να θυµηθούµε ότι το συνηµίτονο µηδενίζεται, µόνο όταν τα τόξα καταλήγουν 

στο 
2
π  ή στο 

2
π

− , ή όπως λέµε στο 
2
π3  

 
 
 

 

Συνεπώς η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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Ας δούµε και το επόµενο παράδειγµα. 
 
 
Παράδειγµα 13 
 

Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση 1x)2(σφxεφ =  είναι αδύνατη.  
 

Πραγµατικά 

 

Πρέπει 0xσυν ≠  και 0x)2(ηµ ≠   … αφού 
συνx
ηµxxεφ =  και 

ηµ(2x)
συν(2x)x)2(εφ =  

 
Επειδή 01x)2(σφxεφ ≠= , είναι και 0x)2(σφ ≠   

η εξίσωση 1x)2(σφxεφ =  ισοδύναµα γίνεται 
x)2(σφ

1xεφ =  

 

              ή x)2(εφxεφ =  ή xεφx)2(εφ =  ή xκπx2 +=  ή κπx = , Ζκ ∈  
 
Όµως, τότε είναι 0ηµ(0))κπ2(ηµx)2(ηµ ===   
 

και συνεπώς οι λύσεις κπx = , µε Ζκ ∈ , απορρίπτονται.  
 
 
 
Υπάρχει περίπτωση, να δούµε τη λύση παρουσιασµένη διαφορετικά. 
 
Παράδειγµα 14 
 

 

Θα λύσουµε την εξίσωση ( ) ( )πx2εφπx4εφ +=−  
 

Πραγµατικά 
 

Είναι ( ) ( )πx2εφπx4εφ +=−  

Ισοδύναµα πx2κππx4 ++=−  ⇔  π2κπx2 += ⇔  π
2
πκx += , Ζκ ∈  

 

Οι λύσεις προφανώς, είναι όλες δεκτές.  
 
 
Ας δούµε τώρα τι γίνεται, αν κάναµε αλλαγή µελών. 
 
Είναι και ( ) ( )πx4εφπx2εφ −=+  
 

Ισοδύναµα  

πx4κππx2 −+=+  ⇔  π2κπx2 −=− ⇔  π
2
πκx −−=  ⇔  π

2
πλx −= , Ζλ ∈  

 
Να τονίσουµε ότι και στις δύο περιπτώσεις βρήκαµε τις ίδια λύσεις ! 
 

 

π

π−
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Ας δούµε και πιο σύνθετες τριγωνοµετρικές εξισώσεις.  
 
Βασικός στόχος, είναι να αναχθούµε στις προηγούµενες βασικές εξισώσεις. 
 
 

Παράδειγµα 15 
 

 

Θα λύσουµε την εξίσωση  01ηµωωηµ2 2 =−+  
 

Πραγµατικά 

 
  

Αν θέσουµε tηµω = , η εξίσωση 01ηµωωηµ2 2 =−+   

γίνεται 01tt2 2 =−+  ⇔  
4

31t ±−
= ⇔  1t −=  ή 

2
1t =  

Εποµένως  για 1t −=  

έχουµε 1ηµω −= ⇔ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
2
πηµηµω ⇔

2
πκπ2ω −= , Ζκ ∈  

                      ή  
2
π3κπ2ω +=  

για 
2
1t =  

έχουµε 
2
1ηµω =  ⇔  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

6
πηµηµω ⇔  

6
πκπ2ω += , Ζκ ∈  

                                                              ή   
6
π5κπ2ω +=  

Παράδειγµα 16 

Θα λύσουµε την εξίσωση 0x
4
πσυνxηµ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+  

  

Πραγµατικά 
 

0x
4
πσυνxηµ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+    ⇔  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−= x
4
πσυνxηµ  ⇔  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−= x
4
ππσυνxηµ  

⇔ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ += x
4

3πσυνxηµ  ⇔ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−= x
4

3π
2
πηµxηµ  ⇔ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= x

4
πηµxηµ   

Οπότε  

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+= x

4
π2κπx  ⇔  x

4
π2κπx −−=  ⇔  

4
πκπ2x2 −=  ⇔  

8
πκπx −= , Ζκ ∈  

ή ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−+= x

4
ππκπ2x  ⇔   

4
5π2κπ0x += ⇔

4
52κ0 +=   Αδύνατη. 

Συνεπώς 
8
πκπx −= , Ζκ ∈  

 

 

π

π−
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Ασκήσεις 
α.10  Να λύσετε την εξίσωση  0)xηµ1(xηµ)xηµ2( =−−  
 

α.11  Να λύσετε την εξίσωση 1xηµ3xηµ2 2 −=     
 

α.12  Να λύσετε την εξίσωση )xυνσ1(3xηµ2 2 −=   
 

α.13  Να λύσετε την εξίσωση xσυνxσυν 2=   
 

α.14  Να λύσετε την εξίσωση 4xσυν5xηµ 22 =+      
 

α.15  Να λύσετε την εξίσωση xεφxεφ2 =      
 

α.16  Να λύσετε την εξίσωση  2
xηµ

1xηµ =+  
 

α.17  Να λύσετε την εξίσωση  1x
2
πσυνxσυν2xσυνxηµxσυν 244 −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−=  

 

α.18  Να λύσετε την εξίσωση 
4xηµ

14
2xηµ
xηµ5

2xηµ
3xηµ

42

2

2

2

−
=

−
−

+
+
−  

 
α.19  Να λύσετε την εξίσωση 01xηµxηµ2 2 =−+  

 
α.20  Να λύσετε την εξίσωση ( ) 03εφx13xεφ2 =−−+   
 
α.21  Να λύσετε την εξίσωση  01ηµxxσυν2 =+−   

 
α.22  Να λύσετε την εξίσωση  02σφxεφx =−+   
 

α.23  Να λύσετε την εξίσωση  0
3
πx συν

3
πx ηµ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

 

α.24  Να λύσετε την εξίσωση  1x
6
πσυν

3
πxηµ2 33 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  
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α.25  Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει Rx ∈ , ώστε 2
6
πx συν

3
πx2 ηµ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

 
 
 

α.26  Να λύσετε την εξίσωση xηµ2012xηµ 1415 =  
 

α.27  Να λύσετε την εξίσωση o25ηµxηµ =   
 

α.28  Αν 1,0ηµθ = ,  να προσδιορίσετε τους x  µε την ιδιότητα 1,0)θx(ηµ =−  
ως συνάρτηση του θ  
 

α.29  Να λύσετε την εξίσωση 0|x|ηµ =  
 

α.30  Να λύσετε την εξίσωση 0|xσυν||xηµ| =+  
 

α.31  Να λύσετε την εξίσωση xηµ2 xεφ =    
 

α.32  Να λύσετε την εξίσωση 1σφ(2x)  
8
πxεφ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −    

 

α.33  Να λύσετε την εξίσωση 02xηµxηµ3 =−+  
 

α.34  Να λύσετε την εξίσωση ( ) 01xσυνxσυν1 3 =−−−  
 
 

α.35  Να λύσετε την εξίσωση |xηµ|xηµ =  

α.36  Να βρείτε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων 
2
3xηµ =  και 

2
1xσυν =  

α.37  Να λύσετε την εξίσωση 0
xηµ

xσυν1
=

+
  

 

α.38  Να λύσετε την εξίσωση xηµxσυν1 =+  
 

α.39  Να λύσετε την εξίσωση xεφ)x3(εφ =  
 

α.40  Να λύσετε την εξίσωση xσυνxηµ1xσυνxηµ 33 −=+  
 

α.41  Να λύσετε την ανίσωση 2
xηµ

1xηµ 2
2 ≤+  

 

α.42  Να λύσετε την εξίσωση 0)xηµ(ηµ =                  
 

α.43  Να λύσετε την εξίσωση )1xσυν(2x2x2 −=+−   
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ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  

δ  Παράγοντες πολυωνύµου  
Ας δούµε τα πιο κάτω θέµατα.  
Θέµα 1 

Θα βρούµε τους α , β, ώστε το πολυώνυµο 2xxβxα)x(P 23 −−+=  

να έχει παράγοντες τα διώνυµα 1x −  και 2x −  

Στη συνέχεια, θα βρούµε και τις ρίζες του πολυωνύµου. 
 

Απάντηση 
Αφού το 1x −  είναι παράγοντας, πρέπει 0)1(P =   ⇔  021βα =−−+  

                                      ⇔  α3β −=  

Αφού το 2x −  είναι παράγοντας, πρέπει 0)2(P =  ⇔  022β4α8 =−−+  

      ⇔ α21β −=  

Λύνοντας το πιο πάνω σύστηµα, έχουµε  α21α3 −=−  ⇔  2α −=  και 5β =  
 

Οπότε είναι 2xx5x2)x(P 23 −−+−=  
 

Επειδή το 1  είναι ρίζα του πολυωνύµου  

έχουµε )2x3x2)(1x()x(P 2 ++−−=  

 
 
Επειδή το 2  είναι ρίζα του πολυωνύµου  
έχουµε )1x2(2)x)(1x()x(P −−−−=  

Συνεπώς, οι ρίζες του πολυωνύµου )x(P  είναι οι αριθµοί 1 , 2  και 
2
1

−  
 

Θέµα 2 

Θα αποδείξουµε ότι το 1x2)x(d −=  είναι παράγοντας του 
32
1x)x(D 5 −=   

 

Απάντηση 
 

Η διαίρεση του )x(D  δια του d(x)  

δίνει x)(υ)x(π)x(d)x(D +=  ⇔  ( ) c)x(π1x2
32
1x5 +−=−  

Για 
2
1x = , έχουµε c0 =  και συνεπώς ( ) )x(π1x2)x(D −=  

 

  -2       5          -1       -2         1 
 
          -2          3            2    
                                                           
  -2       3              2             0 

+ + +

 

  -2       3          2      2 
 
        - 4        - 2        
                                               

  -2     -1            0 

+ +
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Θέµα 3 
Θα εξετάσουµε  

αν το πολυώνυµο 1137xxΡ(x) 3 −−+=  έχει παράγοντα το διώνυµο 31x −−  
 

Απάντηση 

Είναι ( )31Ρ +  ( ) ( ) 11373131
3

−−+++=  

1137313333331 −−+++⋅+⋅+=  

0=  

Οπότε, ο αριθµός 31+  είναι µία ρίζα του πολυωνύµου )x(P   

και συνεπώς το διώνυµο 31x)31(x −−=+−  είναι παράγοντας του )x(P  

 
Θέµα 4 
Έστω το πολυώνυµο )x(P , ώστε )x3(P)1x(P −=+ , Rx ∈  

Αν αυτό διαιρείται µε 3x − , θα αποδείξουµε ότι αυτό διαιρείται και µε 1x −  
 

Απάντηση 
 

Αφού το πολυώνυµο )x(P , διαιρείται δια του 3x − , θα είναι 0)3(P =   

Από  )x3(P)1x(P −=+ , για 2x = , έχουµε 0)1(P)3(P ==  
 

Οπότε, αφού το 1  είναι ρίζα του )x(P , αυτό θα διαιρείται και µε 1x −  

 
 

Θέµα 5 

Αν το διώνυµο )2)(x1x( −−  είναι παράγοντας του πολυωνύµου )x(P  

θα αποδείξουµε ότι το )x(P  διαιρείται µε τα διώνυµα 1x −  και 2x −  
 

Απάντηση 

 

Αφού το )2)(x1x( −−  είναι παράγοντας του πολυωνύµου )x(P  

είναι )π(x)2)(x1x()x(P −−=  

όπου )x(π  το υπόλοιπο της διαίρεσης του )x(P  µε το )2)(x1x( −−  

Επειδή 0)π(1)2)(111()1(P =−−= , το )x(P  διαιρείται µε το διώνυµο 1x −   

           0)π(2)2)(212()2(P =−−= , το )x(P  διαιρείται µε το διώνυµο 2x −   
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Θέµα 6 

Θα αποδείξουµε ότι το διώνυµο 1x2 −  είναι παράγοντας του 2xxx)(∆ 24 −+=   
 

Απάντηση 
 
 
 

Ας δούµε τα πιο κάτω: 

 

Έστω η διαίρεση του πολυωνύµου )x(∆  µε το 1x2 −  

η οποία δίνει πηλίκο το )x(π   και υπόλοιπο γενικής µορφής baxx)(υ +=  

Τότε είναι bax1)π(x)x(x)(∆ 2 ++−=  

Είναι ba1)π(1)1()1(∆ ++−=    ⇔  ba0 +=    ⇔  ba −=  ⇔  0b = , 0a =  

Είναι ba1)π(-1)1()1(∆ +−−=−  ⇔  ba0 +−=  ⇔  ba =  

Συνεπώς 0x)(υ =  

∆ηλαδή, διαπιστώσαµε ότι το διώνυµο 1x2 −  είναι παράγοντας του )x(∆  
 

Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και ως εξής: 
Με βάση το σχήµα Horner 2xxx)(∆ 24 −+=  

είναι )2x2x1)(xx(x)(∆ 23 +++−=  
Με βάση το σχήµα Horner  
είναι )21)(x(x2x2xx 223 ++=+++  
 

Συνεπώς είναι )21)(xx()21)(x1)(xx(x)(∆ 222 +−=++−=  

Έτσι διαπιστώσαµε, ότι το διώνυµο 1x2 −  είναι παράγοντας του )x(∆  
 

Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και ως εξής: 
 

Εκτελούµε την Ευκλείδεια διαίρεση  
του (x)∆  µε το 1x2 −  

και βρίσκουµε υπόλοιπο 0  

Συνεπώς )21)(xx(x)(∆ 22 +−=  
 

Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και ως εξής: 
Για να διαιρείται το 2xxx)(∆ 24 −+=  ακριβώς µε το 1x2 −  

αρκεί να υπάρχουν Rc,b,a ∈ , ώστε )cbxax)(1x()x(∆ 22 ++−=  

                                                   ⇔ )cbxax)(1x(4xx 2224 ++−=−+  

Μετά από πράξεις, καταλήγουµε ότι 1a =  , 0b =  και 2c =  

∆ηλαδή, )2x)(1x(x)(∆ 22 +−=  και έτσι διαπιστώνουµε ότι διαιρείται µε το 1x2 −  

 

 1   0    1     0   -2     1 
 
     1    1     2    2    -    
                                               

  1   1     2     2   0 

+ ++ +

 

 1   1    2    2    -1 
 
    -1    0   -2            
                                          

  1   0     2     0 

+ + +

 

   2        x         x 24 −+  1x2 −  
4x−       +  2x  

 

2x 2+  
    0         + 2x2   2−         

               2x2−  2+     
                        0   
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Ασκήσεις  

δ.12    Να αποδείξετε ότι τα διώνυµα 1x − , 1x + , 1x2 −  και 1xx 24 ++  

είναι παράγοντες του πολυωνύµου 1x)x(Π 6 −=   
 

δ.13    Να αποδείξετε ότι το πολυώνυµο 1x2x)1x()x(P ν2ν2 −−−+= , Nv ∈ , 1n >  

έχει ως παράγοντες όλους τους παράγοντες του xx3x2)x(Q 23 ++=  

 
δ.14  Έστω το πολυώνυµο )x(P , ώστε )3x(P)1x3(P −=+  

α) Αν αυτό διαιρείται µε 1x − , τότε αυτό διαιρείται και µε 3x +  
β) Αν ο σταθερός όρος του πολυωνύµου είναι 20 , τότε δεν διαιρείται µε 10x −  

 
δ.15  Αν για κάποιο πολυώνυµο )x(P  τετάρτου βαθµού είναι )x(P)x(P =−   

και 0)0(P = , να αποδείξετε ότι το 2x  είναι παράγοντας του )x(P   
 

δ.16  Έστω το πολυώνυµο )x(P , ώστε 2xx)1xx(P 52 −+=−+ , Rx ∈  

Να αποδείξετε ότι  το 1x −  είναι παράγοντάς του. 
 

δ.17    Να αποδείξετε ότι το 2x −  διαιρεί το πολυώνυµο ( ) 413x)x(Ρ
232 −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=  

 

δ.18    Αν το 3x − , διαιρεί το πολυώνυµο ( )( ) x
3
8  α 8x )x(Ρ 322 −+−=  

να αποδείξετε ότι 1α =  
 

δ.19    Αν το 1x − , διαιρεί το πολυώνυµο ( )( ) xα α71x )x(Ρ 323 −−+= , 1α >  

να αποδείξετε ότι 064α112α49α 23 =−+−  και µετά ότι 064α48α2 =+−  
 

δ.20  Έστω το πολυώνυµο 2323 κκ)1x()1x()x(Ρ −−+++=   µε Rκ ∈  

Να αποδείξετε ότι το διώνυµο 1κx +−  είναι παράγοντας του )x(P  
 

δ.21  Να βρείτε τους β,α , ώστε το πολυώνυµο 1xβ3xα3x)x(P 23 −+−=  

να διαιρείται µε το 2)1x( −  
 

δ.22  Έστω το πολυώνυµο )x(P  ώστε 2xx)1P(x1)P(x 22 −+=−+−  

Να αποδείξετε ότι το µονώνυµο x  διαιρεί το πολυώνυµο )x(P   
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δ.23  Έστω το πολυώνυµο 22 α8xα2x3)x(P −−= …α  µη µηδενικός ακέραιος 

Να αποδείξετε ότι το α2x −  είναι παράγοντας του )x(P  

Μετά να βρείτε και τον άλλον παράγοντα του πολυωνύµου )x(P  
 

δ.24  Να βρείτε τους β,α , ώστε το πολυώνυµο 12x16xβxα)x(P 23 −−+=  

να έχει παράγοντες τα διώνυµα 1x +  και 2x −                   
και στη συνέχεια να βρείτε τις ρίζες του πολυωνύµου. 
 

δ.25  Να βρείτε την τιµή της θετικής παραµέτρου λ  

ώστε το διώνυµο 2x + , να διαιρεί το 4x)1λ3λ(2xλ)x(Ρ 233 ++−+=  

 

δ.26  Να βρείτε τον Rλ ∈ , ώστε το λx +  να διαιρεί το 10x3xx)x(Ρ 23 −+−=   
 

δ.27  Να αποδείξετε ότι το πολυώνυµο 1ax2xaxax2)x(P 22446 −−++=  , Ra ∈  

δεν µπορεί να έχει παράγοντα το διώνυµο 1x −  
 

 

δ.28  Έστω το πολυώνυµο 4bx2axx)x(P 23 −++=  
Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς b,a  

ώστε το τριώνυµο 2x3x)x(t 2 +−=  να είναι παράγοντας του πολυωνύµου )x(P  
 

δ.29  Αν το αx +  είναι παράγοντας του νν αxP(x) += , *Nν ∈ , 0α ≠  

να αποδείξετε ότι 1κ2ν += , Νκ ∈  
Μετά, να αποδείξετε ότι ( ) ( ) ( )1ν23ν2ν1-ννν α...αxαxx αxαx −−− +−+−+=+  
 

δ.30  Έστω τα πολυώνυµο 1βxαx)x(P ν1ν ++= +  , Νν ∈  και  Rβ,α ∈  

Γνωρίζουµε ότι έχει παράγοντα το 1x2x(x)π 2 +−=  

Να αποδείξετε ότι να =  και ν1β −−=  

Αν το P(x)  έχει ένα µόνο ακόµη παράγοντα, τον αx − , 1α > , δείξτε ότι 
2
1α −=  

 

δ.31  Αν το anx1)x(nx)(Ρ 1nn +−+= + , Nn∈  και Za ∈ , διαιρείται µε 1x −   

θα διαιρείται και µε 2)1x( −  

 

δ.32    Αν το 2γ2βx2x)γα(2αx2)x(P 23 +−+++=  έχει παράγοντες όλους  

τους πρωτοβάθµιους παράγοντες του xx)x(Q 3 −= , να βρείτε τα α , β , γ  
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ- ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  

θ  Θεωρητικά θέµατα 

 
Ας δούµε τα πιο κάτω θέµατα. 
Θέµα 1 

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση 2xxf(x) 5 −+=  είναι γνήσια αύξουσα στο R  

Μετά, θα λύσουµε την εξίσωση 02xlnxln5 =−+         
 

Απάντηση 
 

Έστω Rx,x 21 ∈ , µε 21 xx <  

                         Είναι 5
2

5
1 xx <   

Με πρόσθεση είναι 2
5

21
5

1 xxxx +<+  ή τελικά 2xx2xx 2
5

21
5

1 −+<−+  

∆ηλαδή )x(f)x(f 21 <  και συνεπώς η f  είναι γνήσια αύξουσα στο R   
 

Οπότε, η εξίσωση 02xlnxln5 =−+ , 0x >  
 

γίνεται 0)x(lnf =  ⇔  )1(f)x(lnf =  ⇔  1xln =  ⇔ ex =  

 

Θέµα 2 

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση 3xef(x) 2x −+= −  είναι γνήσια αύξουσα στο R  

Μετά, θα λύσουµε την ανίσωση 03xlne 2lnx <−+−         
 

Απάντηση 
 

Έστω οι τυχόντες Rx,x 21 ∈ , µε 21 xx <  

Είναι 2x2x 21 −<−  και συνεπώς 22x21x ee −−
<   

και µε πρόσθεση είναι 2
22x

1
21x xexe +<+

−−  και  3xe3xe 2
22x

1
21x

−+<−+
−−  

∆ηλαδή )x(f)x(f 21 <  και συνεπώς η f  είναι γνήσια αύξουσα.  
 

Οπότε, η ανίσωση 03xlne 2lnx <−+− , µε 0x >   
 

γίνεται 0)x(lnf <  ⇔  )2(f)x(lnf <  ⇔  2xln <  ⇔ 2ex0 <<  
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Θέµα 3 

Έστω η συνάρτηση 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤

= − 0xe
0xe)x(f x

x

αν
αν  

Θα παραστήσουµε στο επίπεδο, τη συνάρτηση f  
 

Μετά  
 

θα βρούµε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης α)x(f = , για τις τιµές του Rα ∈  
 
Απάντηση 
 

Η γραφική της παράσταση  
 
φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 
 

Να παρατηρήσουµε ότι x
x

e
1e =−  

 

Να παρατηρήσουµε ότι το πλήθος λύσεων της εξίσωσης α)x(f =  
είναι και το πλήθος των σηµείων τοµής των γραφικών παραστάσεων των f , g   
 

 
Είναι προφανές ότι  αν 1α > , η ευθεία αy =  δεν τέµνει την fC   
 και συνεπώς η εξίσωση είναι αδύνατη. 
 
 

  αν 1α = , η ευθεία αy =  τέµνει την fC  σε ένα σηµείο 
 και συνεπώς η εξίσωση έχει µοναδική λύση. 
 
 

  αν 1α0 << , η ευθεία αy =  τέµνει την fC  σε δύο σηµεία 
 και συνεπώς η εξίσωση έχει δύο λύσεις. 
 
 

  αν 0α ≤ , η ευθεία αy =  δεν τέµνει την fC   
 και συνεπώς η εξίσωση είναι αδύνατη. 
 
Θέµα 4 
Αν οι θετικοί αριθµοί ,...α,α,α 321  είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου 

θα αποδείξουµε 
ότι οι ,...αln,αln,lnα 321   είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου. 
 

Απάντηση 
 

Αφού οι αριθµοί ,...ω,ω,ω 321  είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου 

θα είναι λα:α ν1ν =+  

Οπότε ( ) λlnα:αnl ν1ν =+  ή λlnαnlαnl ν1ν =−+  

που σηµαίνει ότι  
οι ,...αln,αln,lnα 321   είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου. 

 
 y

xO

M1
αy =
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Θέµα 5 

Έστω οι συναρτήσεις lnxf(x) = , 0x >  και 1x)x(g +−= , Rx ∈  
 

Θα αποδείξουµε ότι τα διαγράµµατα αυτών τέµνονται µόνο στο σηµείο ( )0,1M   

Θα τις παραστήσουµε στο ίδιο σύστηµα αξόνων.  
 

Απάντηση 

 
Έστω η συνάρτηση 1xlnxg(x)f(x)h(x) −+=−= , 0x >  

Η h  είναι προφανώς γνήσια αύξουσα. 
 

Οπότε, 0h(x) =  ⇔  )1(hh(x) =  ⇔  1x =  
 

∆ηλαδή τότε είναι )1(g)1(f =  
 

Συνεπώς, τα διαγράµµατα αυτών τέµνονται µόνο στο σηµείο M  µε τετµηµένη 1   

 
 
Θέµα 6 

Θα αποδείξουµε ότι 2
100

11 log...
4
11 log

3
11 log

2
11 log −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 

Απάντηση 
 

Είναι  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

100
11 log...

4
11 log

3
11 log

2
11 log  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
100
99log...

4
3log

3
2log

2
1log  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅⋅⋅⋅=
100
99...

4
3

3
2

2
1log  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
100

1log  

 
100log1log −=  

 
2−=  

 

 
 y

xO

M

fc

gc
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Θέµα 7 
Έστω η συνάρτηση log(ax)3)2log(xf(x) −+= , 0a <  

Θα προσδιορίσουµε το ευρύτερο υποσύνολο του R  στο οποίο ορίζεται η f  

για τις διάφορες τιµές της αρνητικής παραµέτρου a  

Θα αποδείξουµε ότι η f  έχει µοναδική ρίζα. 
 

Απάντηση 
 

Πρέπει 03x >+    ⇔        3x −>  
                0ax >          και  0x <    ….αφού 0a <   
 

∆ηλαδή το πεδίο ορισµού της f  είναι το )0,3(A f −=  
 

Θα λύσουµε την εξίσωση 0f(x) = , )0,3(x −∈  
 

Είναι 0f(x) =   ⇔  0log(ax)3)2log(x =−+  ⇔  log(ax)3)log(x 2 =+  

⇔  ax3)(x 2 =+  

⇔  09x)α6(x2 =+−+  )( *  
 

Είναι 0)12α(αα12α∆ 2 >−=−= , αφού 0α <  

Συνεπώς, η εξίσωση )( *  έχει δύο άνισες ρίζες, έστω τις 1r < 2r  

Επειδή 09rr 21 >=  …Ρίζες οµόσηµες 

      και 06arr 21 <−=+  , οι ρίζες 1r , 2r  θα είναι προφανώς αρνητικές. 
 

Να τονίσουµε τώρα, ότι αποκλείεται να είναι δεκτές και οι δύο  
Πραγµατικά 

Αν ήταν δεκτές και οι δύο, θα έπρεπε να είναι 0r3 1 <<−  και 0r3 2 <<−  
προσθέτοντας κατά µέλη  
έχουµε  0rr6 21 <+<−  ⇔  06a6 <−<−  ⇔  6a0 <<  …Άτοπο 
 
Να τονίσουµε επίσης 
ότι για τη µεγαλύτερη των ριζών  

την 2r , είναι 0
2

α12α6αr3
2

2 <
−+−

=<−  

αφού ισοδύναµα έχουµε        

0α12α6α6 2 <−+−<−    ⇔  α6α12αα 2 −<−<−   

                                             ⇔  36α12αα12αα 222 +−<−<  
                                             ⇔ 360α12 <<  …Προφανές 
 
Καταλήξαµε λοιπόν, ότι η f  έχει µοναδική ρίζα, την 2r   

  
3− 0

2r
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Θέµα 8 

Αν α8log6 = , θα υπολογίσουµε πρώτα τον αριθµό 3log2 , ως συνάρτηση του α  
 

και µετά θα υπολογίσουµε τον αριθµό 12log16  

 

Απάντηση 

Από α8log6 =  είναι α2log 3
6 =  ⇔  α2log3 6 =  ⇔  

3
α2log6 =  

 

Από τον τύπο αλλαγής βάσης, είναι και   
3
α

6log
2log

2

2 =     ⇔  
3
α

6log
1

2
=  

  ⇔  
3
α

3log2log
1

22
=

+
 

⇔  
3
α

3log1
1

2
=

+
 

⇔  3logαα3 2+=  

⇔  3log
α
α3

2=
−  

                                            Είναι προφανές ότι 0α ≠ , αφού 08logα 6 >=  
 

Τώρα 12log16  4log3log 1616 +=  
 

16log
4log

16log
3log

2

2

2

2 +=  

 

4
2

2
4

2

2

2log
4ogl

2log
3log

+=  

 

4
2

2
2

4
2

2

2log
2ogl

2log
3log

+=  

 

2log4
2og2l

2log4
3log

2

2

2

2 +=  

4
2

4
3log 2 +=  

 

Συνεπώς 
4

3log2
12log 2

16
+

=  
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Θέµα 9 

Αν 10c,b,a >   και alog1
1

10b −=  , blog1
1

10c −= , θα δείξουµε ότι clog1
1

10a −=  
 
Απάντηση 
 

Αφού alog1
1

10b −=  είναι και 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= − alog1

1

10 logblog  ⇔  10log
alog1

1blog
−

=  

    ⇔  
alog1

1blog
−

=  

    ⇔  ( ) 1blogalog1 =−  
 

    ⇔  1alogblogblog =−  

Αφού blog1
1

10c −=  , εντελώς όµοια καταλήγουµε ότι     1blogclogclog =−  
 

                                                                              και     1clogalogalog =−  

 

Τώρα, από 1alogblogblog =−  και 1blogclogclog =−  
 

αφαιρώντας έχουµε 0logclogblogclogblogalogb =+−−  

⇔  ( ) logclogcloga1logb =+− ⇔  
clogogal1

clogblog
+−

=  

 

Έτσι, η σχέση 1blogclogclog =− , γίνεται 1
clogogal1

clogclogclog =
+−

−  

 

⇔  1
logcloga1

clogcloglogclogalogc 22
=

+−
−+−

 

 

⇔  logcloga1logclogalogc +−=−  
 

⇔  ogal1ogalclog −=−  
 

⇔  1 clogogalogal =−  
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Ας δούµε και τα επόµενα θέµατα. 
 

Θέµα 10 

Έστω η συνάρτηση xlnx)x(f += , 0x >  

α) Θα αποδείξουµε πρώτα, ότι αυτή είναι γνήσια αύξουσα.  

β) Θα λύσουµε την εξίσωση xln)1x2ln(1x2x −−=−−  
 

Απάντηση 
 

α) Αν 0x,x 21 >  µε 21 xx < , τότε είναι και 21 xx <  όπως και 21 xlnxln <  

Με πρόσθεση κατά µέλη, είναι 2211 xxlnxxln +<+ ή  )x(f)x(f 21 <  

∆ηλαδή η f  είναι γνήσια αύξουσα στο ),0( +∞  
 

β) Η εξίσωση xln)1x2ln(1x2x −−=−−  

ισοδύναµα γράφεται και σαν )1x2ln(1x2xlnx −+−=+   ή  )1x2(f)x(f −=  

Πρέπει προφανώς, όχι µόνο να είναι 0x > , αλλά και 01x2 >−  ή 
2
1x >  

Επειδή η συνάρτηση f  είναι γνήσια αύξουσα  
η ισότητα )1x2(f)x(f −=  γράφεται ισοδύναµα και 1x2x −=  ⇔  1x =  ∆εκτή. 
 
 
 

Θέµα 11 
Θα λύσουµε την εξίσωση 1x2x =  
 

Απάντηση 
 

Πρέπει προφανώς να είναι 0x ≠   …αφού το 00  είναι απροσδιοριστία.  
 
Αν )(0,x +∞∈   
 

η εξίσωση γίνεται 1x2x =  ⇔  1ln)ln(x2x =  ⇔  0xlnx2 =  ⇔   0x =  Απορρίπτεται 
                                 0xln =  ή  1x =  

 

Αν ,0)(x −∞∈  
 

για να ορίζεται η δύναµη 1x2x =  
 

πρέπει ο x  να είναι αρνητικός ακέραιος και θέτοντας νx −= , Νν ∈  
 

η εξίσωση 1x2x =  

γίνεται  1ν)( 2ν =− −   ⇔  1
ν
1
2ν =   ⇔  2νν1 =  ⇔ )νln(1ln 2ν=   ⇔  0νlnν2 =  

0ν =  ή 1ν =  και συνεπώς 1x −=  ή 0x =  Απορρίπτεται.  
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Θέµα 12 

Έστω οι γνησίως αύξουσες συναρτήσεις  g , f  

α) Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση gfh +=  είναι γνησίως αύξουσα. 

β) Έστω τώρα και η συνάρτηση 1xlnx)x(F −+=  

Θα αποδείξουµε ότι η F  είναι γνησίως αύξουσα.  
 

γ) Αφού διαπιστώσουµε ότι το 1  είναι µία ρίζα της F  
µετά θα διαπιστώσουµε ότι υπάρχει µοναδικός 1A −> , ώστε ( ) 0A1A ln =++  
 

δ) Θα βρούµε τα διαστήµατα, όπου η FC  είναι «πάνω» ή «κάτω» από τον xx ′  
 

Απάντηση 
 

α) Επειδή η f  είναι γνήσια αύξουσα, από 21 xx < , είναι  )x(f)x(f 21 <   

    Επειδή η g  είναι γνήσια αύξουσα, από  21 xx < ,  είναι )x(g)x(g 21 <   
 

είναι και )x(g)x(f)x(g)x(f 2211 +<+   ή )x)(gf()x)(gf( 21 +<+ ή  )x(h)x(h 21 <   
 

Οπότε, η h  είναι γνήσια αύξουσα.    
 

β) Η συνάρτηση xln)x(f =  είναι γνήσια αύξουσα στο *R+  

όπως και η συνάρτηση 1x)x(g −=  είναι γνήσια αύξουσα στο R  
 

Συνεπώς και το άθροισµά τους 

η συνάρτηση 1xe)x(F x −+= , είναι γνήσια αύξουσα στο *R +  
 

γ) Είναι 011ln1)1(F =−+=   
 

Τώρα είναι ( ) 0A1Aln =++   ⇔   ( ) ( ) 011A1Aln =+−++   

  ⇔   0)1A(F =+   

  ⇔   )1(F)1A(F =+   …αφού η f  είναι γνήσια αύξουσα.  

  ⇔   11A =+   

  ⇔   0A =   
 

δ) Ισχύει 0)x(F >  ⇔   )1(F)x(F >   ⇔   1x >   
 

Οπότε, η γραφική παράσταση  FC , είναι «πάνω» από τον xx ′  στο ) , 1( ∞+  

     Όµοια, διαπιστώνουµε ότι η FC , είναι «κάτω»  από τον xx ′   στο ,1) 0(  
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Ασκήσεις 
 

θ.38  Αν 01)abln(2)ab(lnblna2blna 222 =+−+−+  

αφού διαπιστώσετε ότι blna =  και 1)abln( = , µετά να αποδείξετε ότι 1a = , eb =  
 

θ.39  Αν clnba xx = , 1c,b,a > ,  για κάθε 0x > , να αποδείξετε ότι 1ab = , ec =  
 

θ.40  Αν ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=
β1
β1lnα , 0α > , 1β1 <<− , να αποδείξετε ότι 

1e
1eβ α

α

+

−
=  

 

θ.41  Αν blnaalnb =  και bln2lnaln += , 0b,a > , να δείξετε ότι 4a = , 2b =  

 

θ.42  Έστω ότι 10lnxln1010lnx =+  και 5lnxln55lnx =+ , 0x >  

Να αποδείξετε ότι 1x =   
 

θ.43  Αν γνωρίζουµε ότι 0lnk(lnk)ln =+ , 1k > , να αποδείξετε ότι ekk =  
 

 

θ.44  Έστω οι αριθµοί ba, , ώστε 0ba >> , µε alnbblna =  

α) Να αποδείξετε ότι ba ab =  

β) Αν τώρα είναι και ba ba = , να αποδείξετε ότι ba =  
 

θ.45  Έστω οι αριθµοί ba, , µε 0ba >> , ώστε να είναι aln2bln3 ba =  

Να αποδείξετε ότι 1a =  ή 1b =  
 

θ.46  Έστω οι αριθµοί ba, , µε 0ba >> , ώστε 1ba ab =  

α) Να αποδείξετε ότι 0blnaalnb =+  

β) Αν τώρα είναι και 0blnbalna =+ , να αποδείξετε ότι 1ba ==  
 

θ.47  Έστω η εξίσωση 0λlnx)λln1(x 32 =++− , 0λ >  
Να βρείτε την τιµή του λ , ώστε η εξίσωση να έχει δύο ίσες πραγµατικές ρίζες. 
 

θ.48  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2ln2)x4ln()x2ln()x2ln(xln 2=+   

έχει σαν λύσεις, µόνο τους αριθµούς 1  και 
4
1  
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θ.49  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 1xx −=   έχει µοναδική λύση την 1x −=  

 

θ.50  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 1x2x −=  είναι αδύνατη.  

 

θ.51  Να αποδείξετε ότι ( ) 1 xx2 2x2 −=−  ⇔  01xx2 2 =−−    
 
θ.52  Να αποδείξετε ότι 1)5x5x( 2x2 =+− +  ⇔  { }4,2,1,2x −∈  

 

θ.53  Να αποδείξετε ότι στο σύνολο Ζ , η εξίσωση 1x27 x −=  έχει µία λύση, το 3−  

 
θ.54  Αν για τους *Nn,m ∈  είναι mn mn = , να αποδείξετε ότι mn =  

 

θ.55  Αφού αποδείξετε ότι xln3ln2lnxln6lnxln)x3ln()x2ln(xln 23 ++= , 0x >  

µετά να λύσετε την εξίσωση 0xln3ln2lnxln6lnxln 23 =++  
 

θ.56  Να συγκρίνετε τους ( )2alnA 2 += , aln2lnB += , ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+
=

2a
1lnΓ 2 , 0a >  

 

θ.57  Να αποδείξετε την ισοδυναµία ( ) 02ln10lnxx 5ln2 =+−  ⇔  2lnx = , 5lnx =  

 
θ.58  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 1n2n −= , *Nn∈  είναι αδύνατη.  

Έστω τώρα, το µη σταθερό πολυώνυµο 1nnxx)x(P nn2 −+−= , *Nn∈  

Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει n , ώστε το )x(P  να δέχεται ως ρίζα το 2  

 
θ.59  Έστω η ορισµένη στο )1,0(D =  συνάρτηση f , ώστε 0xln)x(f2)x(f 2 =+−  

και 0)x(f > , για κάθε Dx ∈  

Να αποδείξετε ότι xln11)x(f −+=  
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θ.60  Έστω η συνάρτηση alogalogx2x)x(f 2 +−= , 0a >  

Γνωρίζουµε ότι η γραφική παράσταση fC  τέµνει τον άξονα xx ′   

α) Να αποδείξετε ότι ),10[]1,0(a +∞∪∈  

β) Αν η f  παρουσιάζει ελάχιστο στο 1 , να αποδείξετε ότι 0)x(f ≥  
 

θ.61  Έστω η συνάρτηση 1nlogxx)x(f 3 −+= , *Nn∈  

α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα. 
β) Αν η f  δέχεται ακέραια ρίζα, να αποδείξετε ότι αυτή είναι το 1  και µάλιστα  
είναι και µοναδική. 
 

θ.62  Έστω η συνάρτηση ( )xσυνln)x(f =  

α) Να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο D  του R , στο οποίο ορίζεται. 
β) Να αποδείξετε ότι αυτή είναι άρτια. 

γ) Να αποδείξετε ότι 0x
2
πf)x(f ≠⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ , για κάθε Dx ∈  

 

θ.63  Έστω η συνάρτηση ( ) alog2alogxxalog1x)x(f 223 −+−+= , 128 10a10 <<  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έχει µοναδική ρίζα το alog  

Έστω και η συνάρτηση alog2alogx2x)x(g 22 −−=  

β)  Να αποδείξετε ότι τα διαγράµµατα fC , gC  τέµνονται µόνο «πάνω» στον yy′  
 

θ.64  Έστω οι συναρτήσεις f  και φ , µε τύπους 
xln

x)x(φ = , ( ))x(φln)x(f =  

α) Να αποδείξετε ότι το ευρύτερο υποσύνολο του R  στο οποίο ορίζεται η f   

είναι το διάστηµα ),1(∆ +∞=  

β) Να αποδείξετε ότι 0f(x) >  

γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση φ(x)f(x) =  είναι αδύνατη. 
 

θ.65  Έστω η συνάρτηση xlnx)x(f += , ορισµένη στο ),0( +∞  

α) Να αποδείξετε ότι αυτή είναι γνήσια αύξουσα. 
β) Να αποδείξετε την ισοδυναµία xln1ex −=−  ⇔  ex =  
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